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PREFACIO 


Este folleto comprende una exposición elemental de la 
teoría de las asi llamadas funciones hiperbólicas que, en 
buena parte, son análogas a las funciones trigonométricas 
comunes. Las funciones hiperbólicas se utilizan, con frecuen- 
cia, en diversas investigaciones físicas y técnicas. Un papel 
muy importante desempeñan ellas en la geometría no euclí- 
dea, participando, prácticamente, en todas las dependencias 
trigonométricas de ésta (véase, por ejemplo, el libro «Intro- 
ducción elemental a la geometría de Lobachevski» рог 
A. P. Norden, edición de «Gostejizdat», 1953. 

Además de la aplicación mencionada, la teoría de funcio- 
nes hiperbólicas es de interés considerable para los alumnos 
y profesores de la enseñanza secundaria o preuniversitaria, 
puesto que la analogía entre las funciones trigonométricas 
e hiperbólicas ilustra muchos problemas de la trigonometria 
desde un punto de vista, diferente del común. 

El folleto consta de tres capitulos. El primer capitulo 
está dedicado al giro hiperbólico y su aplicación al estudio 
de propiedades de la hipérbola. No obstante, por sí mismo 
puede representar un cierto interés. La atención especial ha 
sido atraída al capítulo segundo, en el cual son enunciados 
los elementos de la teoría de funciones hiperbólicas. El ca- 
pítulo tercero establece una relación estrecha con la teoría 
de funciones hiperbólicas y de logaritmos. 

Existe otra construcción de la teoría de funciones hiper 
bólicas que no recurre al giro hiperbólico como medio de 
razonamiento. Esta última teoría se expone en la obra «Teo- 
ría geométrica de funciones hiperbólicas» por D. I. Pere- 
pelkin. Se recomienda también al lector de obra «Geometría 
analítica» рог В, №. Delone у Р”. A. Raikov, parte 1°, Gos- 
tejizdat, 1948, la cual comprende una amplia exposición 
de los problemas considerados еп la primera parte de este 
folleto. 

En ninguna parte de este folleto se requieren del lector 
los conocimientos que no fueran dentro de los limites de la 
enseñanza media. 


El autor. 


CAPÍTULO 1 


GIRO HIPERBÖLICO 


$ 1. Contracción a una recta 


En la solución de ciertos problemas geométricos se usa, 
con frecuencia, una transformación que se denomina con- 
tracción al punto (homotecia). La contracción al punto O 
(llamado centro de contracción), realizada соп el factor de 
contracción Ё, significa que cada punto A де un plano pasa 


al punto А' en el rayo ОА, siendo k=, es decir, ОА'= 


=k- 0A (fig. 1,a, b). Si el factor de contracción А es superior 
а 1, entonces О4':> ОА (fig. 1,5); eneste caso la transforma- 


о А А 
а) 
o A A 
b) 
FIG, 1 


ción deberia llamarse «expansión desde el punto O». El pro 
pio punto O еп la transformación de contracción al punto O 
siempre queda en su lugar. 

En la contracción al punto O cada figura F se transforma 
en la figura F! (fig. 2), semejante a la original, con el centro 
de semejanza en el punto O y factor de semejanza igual a #. 
Si ё2> 1, la figura se reduce en área; si k> 1, la figura se 
aumenta, Cada recta, al contraerse, se transforma también en 
una recta (iis. За); las rectas paralelas se transforman en las 
paralelas (fig. 3b). Cualquier circunferencia en la contracción 
al punto se convierte en una circunferencia (fig. 3c). 

En la misma contracción todos los segmentos de un plano 
se reducen (o aumentan) por una relación constante de #. 


Las áreas de todas las figuras también se reducen (o aumentan) 
por una relación constante, igual а Ё? (cuadrado del factor 
de contracción). 


FIG. 2 


En efecto, sea F una figura plana. Examinemos una 
reticula compuesta por un número de cuadrados peque- 
ños (fig. 4). El área Р es aproximadamente igual al número 
de los cuadrados, que se encuentran dentro de la figura Р, 
multiplicado por el área de cuadrado. El error será tanto 
menor, cuanto mayor ез el número de cuadrados en la retí- 
cula. Eligiendo cuadrados suficientemente pequeños, se 


puede lograr que el error se haga inferior а cualquier número о, 
tan insignificante como se desee. En la contracción al punto 
la retícula de cuadrados se transforma en una nueva retícula 


de cuadrados, mientras que la figura F se transforma en la 
figura F’, dentro de la cual habrá tantos cuadrados de la 
nueva retícula (más pequeños en área зї Ё < 1, y más grandes, 
si k>1) cuantos los contenía la figura original F. El área F’ 
es aproximadamente igual al número de cuadrados, que se 
contienen en ella, multiplicado por el área del cuadrado. Pero, 
el área de cada cuadrado nuevo es igual a la del cuadrado ori- 
ginal, multiplicada рог k* (dado que la longitud del lado de 
un cuadrado se multiplica por А). Por eso, el área Р“ es igual 
al área F multiplicada por k”. 


Examinemos la resolución del siguiente problema que nos servirá 
de ejemplo de la aplicación práctica de la contracción al punto: inscribir 
en el triángulo rectángulo ABC dado un rectángulo BDEF (lig. 5) en el 
cual la relación entre sus lados está bien determinada. 

АЈ principio construyamos un rectángulo arbitrario BD'£'F' de rela- 
ción dada entre los lados, logrando que los vértices D' y F' se dispongan 
еп los lados AB y BC, respectivamente. Designemos соп £ un punto en 
el que se cortan el rayo BÉ” y el lado AC del triángulo. Es гасі {г que 


en la contracción, realizada al centro В con el factor de tracción к=}. 


el rectángulo BD'E'F” se transforma en el rectángulo buscado ВОЁР. 
Haciendo uso de esta transformación, no es difícil construir el rectángulo 
mencionado.) 


1) Del modo analógico se resuelve cl problema para 
el caso en que el triángulo ABC no es rectángulo. Mas, este problema no 
se examinará aquí. 
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En la geométria resulta, а veces, más cómoda otra trans- 
formación, así llamada contracción a una recta. En la contrac- 
ción a la recta o (denominada eje de contracción), con el factor 
de contracción k, cada punto А del plano pasa al punto A” 


А 
А A 
o . 

0 А 

8 FF с а) b) 
FIG. 5 FIG. O 
o 
EIG. 7 


А 


де! гауо РА, perpendicular а о, siendo а ó PA'= 


=k-PA (fig. 6, a, b). Si el factor де contracción kes mayor a la 
unidad, entonces PA’ œ> РА (fig. 6,6). En este caso la trans- 
formación se debería llamar «expansión desde el eje о». Todos 
los puntos de la recta o en la contracción quedan en su lugar. 
En la contracción a una recta la figura F se transforma en 
otra figura, F’, no semejante a Р (fig. 7). 


| 


La contracción а la recta tiene un número де propiedades 
análogas a las de la contracción al punto: 

a) En la contracción a una recta cada recta se transforma 
también en la recta. 


FIG 8. 


Si la recta / es paralela al eje о y d es la distancia entre 
estas rectas, la recta 1 se transforma еп la recta l’, paralela al 
eje o, siendo igual а kd la distancia entre / у о (fig. 8a). 

Supongamos que / по es paralela al eje о у designemos por O 
el punto de intersección de / соп o (fig. 8b). En la contracción 
a la recta о el punto O queda en su lugar. 

Sean: 

A, un punto arbitrario еп la recta / (diferente de O); 
A”, un punto en el cual pasa А en la contracción al eje о; 

__РА'=Е-РА. 

Elijamos еп Ја recta 1 otro punto B. Si B' es un punto de 
intersección entre la recta OA” y la perpendicular В, tta- 


zada desde el punto B al eje o, entonces: BAT APTE 


{lo que se deduce de la semejanza de los triángulos 008 
y OPA, OQB' у OPA’) o sea, QB'—k-QB. 

Vemos, por consiguiente, que еп Ја contracción al eje о 
el punto B pasa al punto B’. Puesto que B es un punto ar- 
bitrario de la recla 1, esta última pasa, ел la contracción al 
eje о, a la recta OA”, la cual, naturalmente, debe designarse 
con l’; 
b) Еп la contracción a una recia las rectas paralelas pasan 
a las rectas paralelas. 
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Sean / y т rectas paralelas. Siendo paralelas, no tienen 
punto común, Las rectas l’ у m’, en las que se transforman las 
rectas originales, tampoco tienen el punto común (el cual 
podría resultar del punto común de las rectas / y т). Esto 
significa que las rectas / у m’ son también paralelas (fig. 9) 1). 


с) En la contracción а una recta queda en vigor la relación 
entre los segmentos dispuestos en una misma recta. 

Efectivamente, según la propiedad de rectas paralelas 
que cortan los rayos de un haz, tenemos (fig. 10): 


АВ _ А'В' 
во Во 


d) En la contracción a una recta las áreas de todas las fi- 
guras cambian en una relación constante (igual al factor de 
contracción #). 


1) Si ф y q” son los ángulos, formados рог la recta 
original £ y la recta É, contraída de la primera al eje o, entonces de la fi- 
gura 8b se deduce con facilidad que 


o РА. PA o 
даје: рф PO ы 


De la figura se infiere también que las rectas paralelas, que cortan el 
ge о bajo un mismo ángulo q, se transforman en rectas paralelas que cortan 
el eje о Бајо un mismo ángulo q”. 
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Examinemos la figura F y la retícula compuesta por 
cuadrados. El área F es aproximadamente igual al número 
de los cuadrados dentro de la F, multiplicado por el área del 
cuadrado (fig. 11). 

Convengamos en que una de las direcciones de las líneas 
de la retícula sea paralela al eje de contracción. En la con- 
tracción, la retícula de cuadrados se transformará еп la retí- 
сија de rectángulos de áreas iguales, equivalentes al producto 


FIG 10. 


del área cuadrada porel factor de contracción # (uno de los 
lados del cuadrado no cambia y la longitud del segundo lado 
se multiplica por Ё). Nuestro razonamiento posterior по se 
diferenciará del ya utilizado en la demostración del postulado 
que en la contracción al punto, realizada con el factor de 
contracción #, todas las áreas cambian #> veces (véanse las 
páginas 8—9). 

Como ejemplo de la aplicación de la contracción hacia 
una recta examinemos la resolución del siguiente problema 
sobre la construcción geométrica: 1) inscribir en el triángulo 
rectángulo ABC dado el rectángulo BDEF, en el cual el pro- 
ducto de los lados representa un valor bien determinado: BD-BF= 
=d? (en otras palabras, se debe inscribir un rectangulo de área 
dada) (їі. 12). Para resolver el problema realicemos la con- 
tracción del triángulo ABC al lado BC, con el factor de contrac- 


1) Compárese con el problema en la página 9. 
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ción k= вс. El triángulo original se transiormará en el 
triángulo isósceles rectángulo А”ВС en el cual BA'=k-BA= 
BA =BC. El área del triángulo А'ВС es igual а #5 


(donde $ es el área del triángulo ABC). En virtud de la pro- 
piedad d, el rectángulo BDEF se transformará, al ser con- 


FIG. 11 


traido, en el rectángulo BD'E'F de área igual а Ра". Ahora, 
nos hace falta inscribir en el triángulo ABC el rectángulo 
BD'E'F de área conocida #43. 

No es difícil hacerlo, dado que 


Sareo = Sa aca — (Sarce + Saane) 


y, por consiguiente, 


$аксв' +Saarore = деса’ — Seren ==85 — ka. 


Pero, рог otra parte: 
1 r 
$ьксв' t Saane =} FE" +3D'E ? = 
=} (FE" +D'E”) = BE" 


(teniendo en cuenta que el triángulo A*BC y, рог lo tanto, 
los triángulos A'D'E' y E'FC, semejantes al primero, son 


FIG. 12 


todos isósceles). De este modo obtenemos: 


+ ВЕ" = 5—0. 


Ahora, conociendo la longitud del segmento BE”, епсоп- 
tramos sin dificultad alguna el punto Е”, después de que cons- 
truimos los rectángulos BD'E*F y BDEF, inscritos en el 
triángulo А'ВС y el ABC, respectivamente. 

El problema puede tener dos soluciones, una solución 
o ninguna, según sea el valor de la magnitud d. 

No se conoce otra resolución geométrica de este problema 
que no usaría la transformación de contracción a una recta.) 


1) Del modo analógico se resuelve el problema en el 
caso en que el triángulo dado ABC no sea rectángulo. Mas, este problema 
aquí no se examina. 
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Contrariamente а la contracción а! punto, la contracción 
a una recta no transforma una circunferencia a otra circun- 
ferencia, Realizada la contracción a una recta, la circunfe- 
rencia se transforma en una curva de otra índole, Hamada 


FIG. 13 


elipse (fig. 13). Haciendo uso de las propiedades a) — d) de 
la contracción a una recta, se puede derivar una serie de pro- 
piedades geométricas de la elipse. No obstante, esta tarea se 
encuentra fuera de los marcos de esta obra. 


$ 2. Giro hiperbólico 


En adelante un gran papel desempeñará la gráfica que 
expresa una dependencia de la proporcionalidad inversa, es 
decir, la curva cuya ecuación tiene la forma: 


as 
yo ST б ху=а. 


Esta curva se denomina hipérbola. Está representada en 
la figura 14. 

Es evidente que cuanto mayor es la magnitud absoluta 
de х, tanto menor es: y, e, inversamente: si x>00, entonces 
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—є——— ————ї——————— 


y>0; si у—>оо, entonces х—>0. En lenguaje geométrico esto 
significa que la hipérbola se aproxima indefinidamente a los 
ejes de coordenadas sin cortarlos en ningún punto (de la 
ecuación ху==а se deduce que х e y no pueden ser nulos). 

Se llama asintota de una curva а la recta hacia la cual 
se aproxima indefinidamente la curva mencionada, sin cortar 


FIG. 14 


a la recta en ningún punto. Así pues, los ejes de coordenadas 
sirven de asíntolas рага la hipérbola. 

La hipérbola consta de dos ramas que para a>0 se dis- 
ponen en el primer cuadrante de los ejes de coordenadas 
{xey son positivos) y en el tercer cuadrante {x e y son negativos). 

La ecuación xy=a tiene el sentido geométrico muy simple; 
el área del rectángulo MQOP, limitado por los ejes de coorde- 
nadas y las rectas trazadas por un punto M de la hipérbola 
paralelamente a los ejes, es igual a a (fig. 14) y no depende 
бета elección del punto М. Еп efecto, es evidente que ОР=х, 

УУ 


Smoop=0P-PM=x-y=a. 


2 м 2952 


18 


Si al rectángulo МООР le damos el nombre де rectángulo 
de coordenadas del punto M, podríamos determinar la hipér- 
bola como lugar geométrico de los puntos (dispuestos en los 
cuadrantes primero y tercero del sistema de coordenadas) cuyos 
rectángulos de coordenadas tienen un área constante. 

La hipérbola cuenta con el centro de simetría: ambas ramas 
de la hipérbola son simétricas con relación al origen de coor- 
denadas О. Esta afirmación se comprueba por el hecho de que 


FIG. 18 


los rectángulos de coordenadas МООР y M'Q'OP' (fig. 15)« 
simétricos con relación a O, tienen áreas iguales. La hipér- 
bola tiene también dos ejes de simetría que son representados 
por las bisectrices de los ángulos de coordenadas aa 
y bb (fig. 16). En efecto, los rectángulos de coordenadas МООР 
y M,Q10P,, simétricos referidos a la bisectríz aa, tienen áreas 
iguales. También tienen áreas iguales los rectángulos de 
coordenadas МООР y М,0,ОР,, simétricos con relación a bb. 
El centro de simetría O y los ejes de simetría aa y bb se 
llaman, con frecuencia, centro y ejes de la hipérbola. Los 


19 


puntos А у B, еп los cuales la hipérbola corta el eje аа, reciben 
el nombre de vértices de la hipérbola. 

Sea una hipérbola ху=а. Realicemos la contracción del 
plano al eje х, con el factor de contracción #. La hipérbola 
хужа se transformará еп la hipérbola ху=аҝ, dado que la 
abscisa x de cada punto quedará invariable y la ordenada y 


FIG. 16 


se sustituirá por la y-k (fig. 17). Realicemos, luego, usia 
contracción más, esta vez al eje y, con el factor de contrac- 


ción, igual a + En esta transformación la hipérbola xy=ak 


se convertirá en la hipérbola ху=% =a. Еп efecto, la огде- 
пайа у де cualquier punto queda invariable еп esta última 
contracción, mientras que la abscisa x se convierte en Ф. 
Resulta, pues, que la contracción consecutiva de un plano, 
primero al eje x, con el factor de contracción k, y la segunda vez, 


al eje y, con el factor igual az» transforma la hipérbola ху=а 
en sí misma. La sucesión de estas dos contracciones de un 


2* 
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plano a Ја recta constituye una transformación, Mamada giro 
hiperbólico. El'nombre «giro hiperbólicos se debe al género de 
la transformación, durante la cual todos los puntos de la 
hipérbola «resbalan por la curva»: así, en el dibujo 17 el 
punto M pasa, al principio, al punto M, y luego este último 


FIG. 17 


se convierte en el punto М”, у, en definitiva, el giro hiper- 
bólico transforma el punto M de la hipérbola al punto M’ 
de la misma hipérbola. Este giro es análogo al giro de una 
circunferencia: parece que la hipérbola como si diera vuelta. 

Señalemos las siguientes propiedades del giro hiperbólico 
en el cual: 

a) cada recta se transforma en la recta (corolario de la pro- 
piedad a), $ 1); ` 

b) los ejes de coordenadas (asintotas de la hipérbola) se 
transforman en si mismos (lo que se hace durante dos contrac- 
ciones consecutivas que forman un giro hiperbólico); 

c) las rectas paralelas se transforman en rectas paralelas 
(corolario de la propiedad b), § 1); 

d) queda constante la relación entre los segmentos de una 
misma recta (corolario de 1а propiedad c), § 1); 

e) las áreas de las figuras no varian su valor, dado que en 
la primera contracción a una recta las áreas de todas las fi- 
guras se multiplican рог #, mientras que en la segunda con- 
tracción ellas se dividen рог А (véase la propiedad d), $ 1) 

Es muy importante observar que el giro hiperbólico nos 
permite trasladar cada punto de la hipérbola en otro punto 
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cualquiera. En electo, la primera contracción hace pasar el 
punto (х, y) de la hipérbola ху=а al punto (х, yk) de la hi- 
pérbola ху=аЁ; en la segunda contracción el punto (х, yk) 
de la hipérbola xy=ak pasa al punto (+ yk) de la hipérbola 
original (véase la fig. 17). De este modo, como resultado del 
giro hiperbólico el punto (x, y) pasa al punto E yk). Resulta, 
por consiguiente, que con la ayuda del giro hiperbólico ade- 
cuado el punto (x, y) de la hipérbola se transforma en cual- 
quier otro punto (xı, у), de la misma hipérbola: es suficiente 
х 


para ello escoger k de tal manera que sea Eo RSE. 
Д 


$ 3, Propiedades де Іа hipérbola 


Haciendo uso del giro hiperbólico, se puede obtener una 
serie de propiedades de la hipérbola, muy interesantes. No 
obstante, determinemos, previamente, una cuerda y una tan- 
gente a la hipérbola. 

Una recta, que corta a la hipérbola en dos puntos, se de- 
nomina secante de la hipérbola. El segmento de la secante, 
limitado por los puntos de la hipérbola, se denomina cuerda 
de la hipérbola. Existen dos géneros de las secantes (como 
también de las cuerdas). Las secantes de primer género cortan 
a una sola rama de hipérbola, las de segundo género cortan 
a ambas ramas (fig. 18a). 

Examinemos una secante de primer género. Entre las 
rectas paralelas a esta secante habrá unas cuantas que cortan 
a la hipérbola en dos puntos, habrá rectas que no cortan 1а, 
hipérbola y, por fin, dos de las rectas paralelas, llamadas 
tangentes a la hipérbola, tendrán un punto común con la 
misma (fig. 18Ы)." 

En el giro hiperbólico la cuerda UV de la hipérbola se 
transforma en la nueva cuerda U*V”; si U y V son los puntos 
de una misma rama (de ramas diferentes) de la hipérbola, 


0 Una tangente a la hiperbola puede ser definida 
también como recta que tiene con la hipérbola un punto común, y no рага- 
lela a la asintota (toda recta, paralela a le asintota cortaa la hipérbola. 
en un solo punto, pero по es tangente) 
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entonces U’ у V’ pertenecen también a una rama (а ramas 
diferentes). En efecto, los puntos U y Y de la hipérbola se 
transforman en los puntos U” у V’, perteneciendo, por ejemplo, 
U' y О a la misma rama (fig. 19). 

Еп el giro hiperbólico, que traslada el punto М al M', 
la tangente a la hipérbola en el punto M se transforma en la 


FIG, 19 


tangente a la nueva curva en el punto M”. Para demostrarlo: 
examinemos la cuerda UV, paralela a la primera tangente. 
Es evidente que la cuerda UV se transformará en la U'V'. 
AL mismo tiempo una recta, que es paralela a UV y tiene el 
único punto común М con la hipérbola, se transformará еп 
la recta que será paralela а U”V” y tendrá con la hipérbola 
el único punto común M’ (fig. 19). 

Ahora, procedamos con la demostración de las propieda- 
des de la hipérbola. 

1. El segmento de la tangente а la hipérbola, encerrado entre 
asintotas por la curva, se divide por el punto de tangencia en 
dos partes iguales. 

Dado que la bisectriz aa del ángulo de coordenadas sirve 
de eje de simetría de la hipérbola (fig. 20), el segmento EsLo 
de la tangente en el vértice A, encerrado entre los ejes de 
coordenadas, se divide por el punto A por la mitad: los 
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segmentos АК, у ALo, si son simétricos con relación al eje аа, 
pasan uno a otro. 

Sea KL un segmento de la tangente a la hipérbola en cual- 
quier otro punto M. Realicemos el giro hiperbólico que tras- 
lada el punto M al punto 4. 

La tangente en el punto M se transformará, al mismo tiempo 
а la tangente en el punto A, mientras que el segmento KL 


se convertirá en el Коб, (véanse las propiedades a) у b), $ 2). 
Como en el giro hiperbólico el centro del segmento pasa al 
punto medio del segmento (véase la propiedad d), $2), el 
punto M es el centro del segmento KL, lo que se trataba de 
demostrar. 

2. Las áreas de los triángulos, que se obtienen al cortar el 
ángulo de coordenadas por las tangentes a la hipérbola xy=a, 
son todas iguales. 

Para comprobar esta propiedad examinemos el triángulo 
KOL, que se obtiene al cortar el ángulo de coordenadas por 
una tangente a la hipérbola ху=а en algún punto М de ésta 
(fig. 20). 

El giro hiperbólico, que traslada el punto M al punto A, 
transforma el triángulo KOL en el K,OL,, en el cual Kolo 
es la tangente a la hipérbola en el punto A. De aquí se deduce 
en virtud de la propiedad е), $2, que SaxoL=Sak,0L,> es 
decir, el área del triángulo KOL no depende de la elección 
del punto M, lo que se trataba de demostrar. 
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De las propiedades 1 y 2 se desprende que una rama де 
la hipérbola puede ser determinada como lugar geométrico 
de los puntos medios de los segmentos que, al cortar el ángulo 
recto dado, forman triángulos de área igual (fig. 21). 


FIG. 21 


3. Los centros de todas cuerdas paralelas de la hipérbola 
se ubican en una recta que pasa por el punto medio de la hipér- 
bola. 

Sean: UV, la cuerda cualquiera de la hipérbola; 

5 centro de la cuerda; 
T punto de intersección de la recta OS con la 
hipérbola (fig. 22a)." 

Realicemos el giro hiperbólico que convierte el punto T 
en el vértice A de la hipérbola. Con esto la recta OT se trans- 
formará en el eje aa de la hipérbola, mientras que la cuerda UV, 
en la cuerda U,V,, la cual se divide por la mitad por el eje de 
simetría aa. Mas, esto es posible sólo cuando U,V, sea рег- 


3 Aquí nos limitamos al caso en que la cuerda UY 
es de primer género (véase la pág. 21), es decir, los puntos U y Y pertenecen 
a una misma rama (sólo este caso nos va a ser útil en lo posterior). Recomen- 
damos que el mismo lector considere el caso en que los puntos U y V per- 
tenezcan a las ramas distintas de la hipérbola. 
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pendicular a aa. En efecto, supongamos que U,Vo по es per- 
pendicular a aa. Tracemos las cuerdas, UoZ y VoW, perpen 
diculares a aa. Como аа es el eje de simetría de la hipérbola, 
Иду У, es un trapecio equilátero para el cual аа sirve de 
eje de simetría. Pero, el eje de simetría del trapecio equilá- 
tero no puede dividir por la mitad su diagonal (por ejemplo, en 
la figura 22b tenemos: И,$,=5,8<<5,0/,, lo que conduce a una 
contradicción). Todas las cuerdas paralelas a UV se trans- 
forman en las cuerdas, paralelas a UVa, es decir, perpendi- 
culares al eje de simetría aa de la hipérbola. Los centros de 
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todas las cuerdas están еп [а recta аа. De aquí зе desprende 
que Jos centros de todas las cuerdas, paralelas a UV, se dis- 
ponen еп la recta OT, lo que se trataba de demostrar. 

Se llama diámetro de la hipérbola a cada recta que pasa 
por el centro de la hipérbola (igual que los diámetros de una 
circunferencia son las rectas que pasan por el punto medio 


FIG. 23 


de ésta). El diámetro de la hipérbola que divide por la mitad 
todas las cuerdas de una dirección dada se denomina diámetro 
conjugado con estas últimas; inversamente, las cuerdas se 
llaman conjugadas con el diámetro que las divide:en dos par- 
tes iguales. En adelante conoceremos el concepto del radío 
de la hipérbola, sobreentendiendo bajo éste un segmento del 
diámetro, comprendido entre el centro de la hipérbola y el 
punto de intersección del diámetro con la curva (es decir, 
los radios de la hipérbola se determinan de la manera igual 
a los de una circunferencia). 

А Observemos que la circunferencia posee una propiedad 
análoga a la propiedad 3 de la hipérbola: los puntos medios de 
todas las cuerdas paralelas de la circunferencia se ubican en 
una misma recta que pasa por el centro de la circunferencia 


2) Еп este folleto bajo el diámetro se entiende toda 
la recta, y no el segmento de elia. 
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(а saber, en el diámetro де la circunferencia, perpendicular 
a las cuerdas, fig. 23). 

4. Las rectas, trazadas por los extremos de una cuerda ar- 
bitraria de la hipérbola paralelamente a las asintotas de ésta, 
se cortan en el diámetro, conjugado con la cuerda. 


FIG. 24 


Sean: UV, la cuerda arbitraria de la hipérbola; 
5, el punto medio de la cuerda; 
T, el punto de intersección de la recta OS con 
la hipérbola (fig. 24). 

Realicemos el giro hiperbólico que transforma el punto 
Т al vértice A de la hipérbola. Es evidente que la cuerda UY 
se transformará en la cuerda U,V,, perpendicular al eje аа 
(véase la demostración de la propiedad 3). Las rectas UR 
y VR, paralelas a las asíntotas, se transformarán en las rec- 
tas U,Ro y VoRo que son también paralelas a las asíntotas 
(véanse las propiedades b) у с), $ 2). 

Como aa es el eje de simetría de la hipérbola y, a la vez, 
bisectriz del ángulo formado por las asíntotas, el punto R, 
de la intersección de las rectas Л.А, y У, se dispone en 
el eje aa, 
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De aquí se deduce que el punto de intersección R de las 
rectas UR y VR se dispone en el diámetro 07, lo que se tra- 
taba de demostrar. 


FIG. 2) 


5. Las tangentes a la hipérbola en los.extremos de una cuerda, ilgida: 
arbitrariamente, se cortan en el diámetro conjugado con esta cuerda (lig. 25a). 

Recomendamos que el lector mismo lleve a cabo la demostración de 
Јарко iedad 5, que es plenamente anátoga a la de Іа propiedad 4 de Іа hi- 
pérbola. 


Observemos que la circunferencia también tiene una propiedad aná- 
loga: las tangentes a la circunferencia en los extremos de una cuerda 
arbitraria se cortan en el diámetro, perpendicular а la cuerda (fig. 256). 


CAPITULO П 


FUNCIONES HIPERBÓLICAS 


$ 1. Ecuación de la hipérbola referida a los ejes 


Sean x e y las coordenadas del punto M de la hipérbola 
en el sistema de coordenadas cuyos ejes coinciden con las 
asíntotas. En este caso la ecuación de la hipérbola tiene la 
forma: ху==а (fig. 26). Tomemos los ejes aa y bb de la hipér- 
bola por los ejes muevos de coordenadas. Designemos con 


X e Y las coordenadas del punto M en el nuevo sistema de 
coordenadas. Expresemos las coordenadas viejas x e y por 
las nuevas X e Y, 

Sea N la proyección del punto M al eje aa. Las proyeccio- 
nes de los puntos M y N a los ejes Ox, Oy, las designemos, 
respectivamente, por Р, Q y К, Ё (fig. 26). Entonces: 


OP=0K—PK=0Ncos 45°— № Мсоѕ 45°, 
00=014-10=0№соѕ 45"+NMcos 45° 


(puesto дие la ргоуессібп де ип segmento а una recta que 
forma con el segmento el ángulo de 45°, es igual a la longitud 
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del segmento multiplicada рог el cos 45°). Pero: 
OP=x, Од=у, ON=X, NM=Y, y obtenemos ”: 


an E, 
3 0) 
y=. 


Sustituyamos en la fórmula xy==a los valores obtenidos 
de x e y. Tendremos: 


(Куз) F=a, о sea Xt—Y?=2a 


Esta es la ecuación de la hipérbola referida a los ejes o a las 
asintotas 
La hipérbola 


Xy ?=1 


se llama hipérbola unidad. Su ecuación es análoga a la 
ecuación de la circunferencia unidad" (circunferencia de 
radio unidad): 


X?+Y*=1. 


d Para el punto Му (iig, 26) tenemos: 
xı= 0P, =0K, -- КАР = ОМ cos 45° 4- N, My cos 45% = 


A, 


y =00,=0L,—QuL¡=0N, cos 45° — NM, cos 45°= 
2 у? 
=X, Fan, 


es decir, las mismas fórmulas (*). Que el mismo Jector compruebe que estas 
fórmulas son válidas también para los puntos de la segunda rama de la 
hipérbola, dispuesta en el tercer cuadrante del sistema de coordenadas 
x, y (aunque esta demostración no la necesitaremos). 

2) Sea М un punto cualquiera de la circunferencia de 
radío l xon el centro en el origen de coordenadas (fig. 27а). Supongamos 
que X e Y son las coordenadas del punto M. Según el teorema de Pitágoras 
tenemos: OP?+PM?=0M?, pero OP=X, PM=Y, OM=1. Por consi- 
guiente, la ecuación X?4Y2=1 es válida para cualquier punto de la cir- 
cunferencia. 
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La ecuación де la hipérbola unidad еп el sistema де соогде- 
nadas, cuyos ejes coinciden сол las аѕіпіоѓаѕ, tiene la forma 
1 


Xu 


(en este caso 2a=1 y, por to tanto, а= >. 


$ 2. Definición y propiedades fundamentales 
de las funciones hiperbólicas 


Procedamos ahora con la exposición de la teoría de fun- 
ciones hiperbólicas (se llaman también funciones hiperbólicas 
trigonométricas), que en muchos aspectos es análoga a la de 
funciones trigonométricas comunes, es decir, circulares. Para 


FIG. 27 


recalcar la analogía entre las funciones circulares e hiperbó- 
licas, se le da a la exposición una forma en dos columnas: 
en la columna izquierda se exponen los conocidos postulados 
de la teoría de funciones trigonométricas circulares, en la 
columna derecha, la teoría de funciones hiperbólicas. 


Examinemos una circun- Examinemos una hipér- 
ferencia unidad (fig. 27а) bola unidad (fig. 27b) 
XIV, Х%—Үз= 1. 
Se llama ángulo a (en Se llama ángulo hiper- 


radianes), formado por los bólico t, formado рог dos 
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radios OA у OM de la cir- radios OA y OM de la hi- 
cunferencia, a un número pérbola, al número igual al 
igual a la longitud del arco doble del área del sector, 
AM, o al doble del área del limitado por estos radios y 
sector QAM, limitado por los el arco de la hipérbola." 


radios mencionados y el arco 
de la circunferencia. 


Tracemos una perpendi- Tracemos una perpendi- 
cular MP del punto M de cular MP del punto M de 
la circunferencia al diáme- la hipérbola al diámetro ОА 
tro OA; tracemos también que es el eje de simetría 
una tangente a la circun- de la hipérbola que corta a 
ferencia en el punto А, éstaen el vértice A; tracemos 
procurando que se corten la también una tangente a la 
tangente y el diámetro OM hipérbola en el punto A, 
en el punto N. Entonces, procurando que la tangente 
el segmento PM de la per- corte el diámetro OM en 
pendicular será linea del el punto N. El segmento PM 
seno. El segmento OP del de la perpendicular se llama 
diámelro será línea del co- línea del seno hiperbólico, 
seno y el AN, linea de la el segmento OP del diá- 
tangente. metro se llama línea del 


coseno hiperbólico y el AN, 
linea de la tangente hiper- 


bólica. 

Las longitudes de los Las longitudes de los 
segmentos PM, OP y AN segmentos PM, OP y AN 
son iguales al seno, coseno se llaman, respectivamente, 
y tangente del ángulo а, seno hiperbólico, coseno hi- 
respectivamente; perbólico y tangente hiper- 


bólica del ángulo hiperbó- 
lico #, y se designan”: 
PM=sht, OP=cht, 
AN =th!. 


РМ <= зеп а, ОР —cosa, 
AN —tga. 


1) La principal propiedad del ángulo œ consiste еп 
la invariabilidad de su valor al girar el sector AOM alrededo! de О. Aná- 
logamente, el ángulo hiperbólico # no varía su valor en el giro hiperbólico 
de ta figura AOM (véase la propiedad е, $ 2, capitulo 1). 

2) Las relaciones РА OP Y ANS denominan, а veces, 
cosecante hiperbólica, secante hiperbólica у cotangente hiperbólico del 
ángulo hiperbólico £. 


3 зе 2952 
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Se conoce que las funciones trigonométricas del ángulo 
varían periódicamente, con el período igual a 2л. Las fun- 
ciones hiperbólicas son aperiódicas. El ángulo hiperbólico / 
puede variar en los límites desde O hasta оо. Para сотрго- 
barlo (o, en otras palabras, comprobar que el área del sector 


Y 


FIG. 28 


hiperbólico AOM puede ser tan grande como se quiera) exa- 
winemos el ángulo hiperbólico AOM, cuyo valor designare- 
mos con 4. Realicemos el giro hiperbólico que traslada el 
punto A al punto My; el punto M, pasará, con ello, al punto 
Ма, My en el Ms, Ma en el M,, etc. (fig. 28). En virtud de Ја 
propiedad е) $ 2, capítulo Т, las áreas de los sectores hiperbó- 
ticos АОМ,, МОМ, М,ОМа, МАОМ, ... son todas iguales, 
razón por la cual los ángulos hiperbólicos A0M,, АОМ,, 
AOM, AOM, son iguales, respectivamente, a f, 21, Зі, 
44, ... De aquí se deduce que el ángulo hiperbólico puede ser 
tan grande como se quiera. 

De la definición de funciones hiperbólicas se desprende 
que (fig. 27b) al variar el ángulo hiperbólico # desde O hasta oo, 
el seno hiperbólico sh f varía desde O hasta оо, ch £ varía 
desde І hasta оо, th £ varía desde O hasta 1. Si, rigiéndose por 
la analogía completa con funciones circulares, consideramos 
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el ángulo AOM, (fig. 76b) negativo, igual a —f,, (А es el 
doble del área del sector AOM, ) y admitamos que 


sh(—t)=—M,P,=—shh, 
chí—f)=0P,=chf,, 
th—4)=—M,4=—tht, 


entonces las gráficas de funciones hiperbólicas tendrán la 
forma representada en la figura 29. Observemos, además, 


FIG. 29 


que sh 0=th0=0 y ch 0=1 (de modo igual que sen O=tg0=0 
y cos 0=1). 

Deduzcamos, ahora, las dependencias principales entre 
15 ше trigonométricas (tanto circulares como hiperbó- 
icas). 


De la semejanza de los De 1а semejanza de los 
triángulos OMP у ОМА triángulos OMP y ONA 
(fig. 27a) se deduce: (fig. 27b) se deduce: 

АМ РМ АМ РМ. 
бА ОР ОА ОР ` 


37 


Рего а. іса (дадо дие 
ОА = 1) y 


PM seno 


ОР < сопа ' 


De este modo obtenemos: 


Luego, las coordenadas 
del punto M de la circunfe- 
rencia son: ОР=Х, PM=Y. 

La ecuación de la cir- 
cunferencia unidad tiene la 
forma: X? + у = 1. Рог con- 
siguiente, 


ОРЗ4 РМ? = 1, 
6 bien, 
costa -- зеп: о = 1. (П) 
Al dividir ambos miem- 
bros de la identidad (II) 
primero рог соѕ? с, y luego, 
por senta, obtenemos dos 


¡órmulas más 


14-29 = =, (Ш) 


cotgro +13, (У) 


Pero int (dado que 
ОА = 1; para el punto A 
la coordenada У = 0, por lo 
que 04?*=X*=1+4-Y*= 1) 


ў 
РМ shi 
ОР с: 


De este modo obtenemos: 


шг, О п) 


Luego, las coordenadas 
del punto M de la hipér- 
bola son ОР=Х,РМ=Ү. 

La ecuación de la hi- 
pérbola unidad tiene la for- 
та Хз —У? = 1. Рог consi- 
guiente, 


OP:—PMi=1, 
6 bien, 
chtilshtt=1. (П) 
Al dividir ambos miem- 
bros de la identidad (II) 
primero por ch*f, y luego, 


por sh? £, obtenemos dos fór- 
mulas más: 
1 
1—44 = сту, (D) 
1 


1 
aa (IV) 
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$ 3. Fórmulas де adición 


Deduzcamos las fórmulas de adición para las funciones 


circulares e hiperbólicas. 


FIG. 30 


Supongamos que el giro 
alrededor del punto O tras- 
lada los radios OA y OM 
de la circunferencia (el án- 
gulo AOM=a) a la posi- 
ción de los radios ОА’ y 
OM' (Не. 30a). Las líneas 
PM y OP del seno y co- 
seno del ángulo MOP se 
trasladarán a los segmentos 
Р'М' y OP”. Es evidente 
que el segmento M'P” es 
perpendicular al diámetro 
04". Puesto que P'M' =PM 


Supongamos que el giro 
hiperbólico traslada los ra- 
dios OA y OM de la hipér- 
bola (A es el vértice, f es 
el ángulo hiperbólico AOM) 
en los radios ОА’ y ОМ' 
(fig. 30b, véase la referen- 
cia en la página 33). Las 
líneas PM y OP del seno 
y coseno (hiperbólicos) del 
ángulo í se transladarán en 
los segmentos Р'М' y OP”. 
Si М y M’, son “los segun- 
dos puntos, en los que MP 


у OP"=0P (en el giro по 
cambia la longitud del seg- 
mento), las igualdades 


sena =PM y cosa=0P nos 
dan: 
зепа = Р'М'; cosa=0P". 


у М'Р' cortan la hipérbola, 
entonces podemos decir que 
MP = РМ (dado que OA es 
el eje de simetría de la hi- 
pérbola) y M'P'=P'M' (lo 
que se deduce de la igual- 
dad МР = РМ, en virtud 
de la propiedad d), $ 2, са- 
pítulo Г). En otras palabras, 
las cuerdas MM y M'M' 
son conjugadas con los diá- 
metros OP у OP”, respec- 
tivamente (véase la página 
27). 

Las igualdades sh (=>, 
cht=0P se pueden escri- 
bir en la forma sht =й. 
cht=85 (puesto que ОА= 
= 1; véase la página 30), 
Demostremos que 

эһ =й, cht= бк. 

Tracemos рог los puntos 
М у M, М' y М' las rec- 
tas paralelas а las asíntotas: 

MR||M'R'||Oy. 

MR || M'R'||Ox 
(fig. 30b). En virtud de la 
propiedad 4, $3, capítulo T, 
los puntos R y R’ pertene- 
cen, respectivamente, a los 
diámetros OA y OA". Como 


LMRM=LZM'R'M= 
= £ уох = 90“. 

los triángulos MRM y 

M'R'M' son rectángulos. 
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Los puntos Р у Р' son 
medios de las hipotenusas 
de estos triángulos; al mis- 
mo tiempo sirven de pun- 
tos medios de las circunfe- 
rencias circunscritas alre- 


FIG. 31 


dedor de los triángulos. 
Por consiguiente, 


PM=MP=RP, 
Р'М' = М'Р' = К'Р"'. 
Ahora зе puede escribir: 


sr PA, спі 05. 


Mas, según la propiedad 
d), 5 2, сар. 1), tenemos 
RP_R'P'_ OP ОР' 
DAT OA * DA ФА 
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Зиропратоз ahora que 
ZA0M=0ay / MOM'=P 
(fig. 31а). Tracemos las per- 

endiculares MP y M'Q de 
os puntos М y M' a ОА. 
Del punto M’ tracemos la 
perpendicular M’ P” al radio 
ОМ, y del punto Р” trace- 
mos dos perpendiculares: 
P'D al segmento M'Q y 
P'K, a ОА. En este caso 
tenemos: 


зепа = РМ,  cosa=0P; 
зеп = Р'М', cosB=0P"; 
sen (æ В) = ОМ, 

cos (a -B) = 00. 


Los triángulos ОМР у 
ОР'К son semejantes: am- 
bos son rectángulos y tie- 
nen un ángulo común. 

Los triángulos OMP y 
M'P'D también son seme- 
jantes, dado que ambos 
son rectángulos y, además, 
2 МОР = Z P' M'D, como 


Por lo tanto, 
RP" P 
дт == "дд, 
h t= 
и: 
lo que se trataba де demos- 
trar. 

Supongamos ahora que 
los ángulos  hiperbólicos 
AOM y МОМ!" son iguales 
a t y u, respectivamente 
(fig. 31b). Tracemos las 
perpendiculares MP y M'Q 
de los puntos M y M' a 
OA. Luego, del punto M’ 
tracemos la cuerda M'M”. 
Conjugada con OM (véase 
la pág. 27). La cuerda 
M'M' corta а OM en el 
punto Р”; de este punto 
tracemos dos perpendicula- 
res: P'D al M'Q y P'Kal 
segmento ОА. En este caso 
tenemos: 


sht=PM, cht =0P; 
Р'М 
sh u = i 


М Я chute 
ом ом 
sh(t+4)=QM", 
ch (t-+u)=00Q. 


Los triángulos OMP y 
OP'K son semejantes: ат- 
bos son rectángulos y tie- 
nen un ángulo común. 


Los triángulos OMP y 
M'P'D también son seme- 
jantes, dado que ambos son 
rectángulos у, además, 
LMOP=ZP'M'D. Еп 
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ángulos соп los lados гес!- 
procamente perpendiculares. 


Es evidente que (fig. 
3la): 


sen (с В) = ОМ' = 
= КРр'+рм', 

cos (a +B) =00 =! 
=0оК--рр'. 


De la semejanza de los 
triángulos OMP y OP'K se 
deduce: 


efecto, la recta M'R, para- 
lela a la asíntota Oy de la 
hipérbola, corta el diámetro 
OM en el punto R y al eje 
ОА, en el punto S. Enton- 
ces, Z ОМ'5 = Z QSM'= 
2245”, Luego, Z P'M'R= 
= 2 M'RP', dado que 
Р'М' —RP' (véase la pág 
39). 

Pero, 

Z MOP = Z M'SQ— 

— L SRO = Z M'SQ— 
— М'ВР', LPM 
= 25М'9— L RM'P'. 

Por tanto, 
Z MOP— Z P'M'D. 
Es evidente que (fig. 
31b): 
sh(t-+u)= ОМ' = 
=КР' РМ", 
ch(í+u)=0Q =0К--Р'Р. 


De Ја semajanza де 105 
triángulos ОМР у ОР'К зе 
дедисе: 


КР' _ РМ 2 OPE ке КР' РМ nP oy. 
oP = om КР = gm PM; ОР" = пи КР = ga PM: 
ОК _ ОР > ОВ: ОК _0P ОР! 

or = ом, ОК=бмОР- ОР ОМ ОК = 00Р: 


De la semejanza de los 
triángulos OMP y M'P'D 
tenemos: 


De la semejanza de los 
triángulos OMP y M'P'D 
tenemos: < 


DM OP pi EM ОР; 


РМ ом DM'- ом ОР, РМ ом — ом ы 
рР' р Р' PM 
РМ ом РМ ОМ' 
рр =P% pm рр EM рм. 


OM 
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Tomando еп considera- 
ción que 


tenemos en difinitiva: 


Tomando en considera- 
ción que 

PM=sht, OP=cht; 

БМ sh и; E ћи 


tenemos еп difinitiva: 


зеп (®-Е В) == sena соз В + 
+-cosa зеп В, (У) 

cos (a + A) = соз ж cosp— 
—senasenp. (VI) 


De las fórmulas (У), (УП 
y de las (Т) y (II) del pá- 
rrafo anterior se deducen to- 
das las fórmulas restantes 
de la trigonometría. 

Así, por ejemplo, tene- 
mos: 

sen (a + В) 
(В) = са) у 
sen о. cos ++ cos a-sen É 


= . 
соз о: соз $ —sen asen É 


Al dividir porcosa cos В 
el numerador y denomina- 
dor de la fracción en el se- 
gundo miembro, obtenemos: 

tgattgg 
tg @+В) = пене 
(VID 


Si f=a, las fórmulas 
(У), (VD y (VII) toman la 
forma: 


sen да =2sen 2 cosa, (VIII) 
cos 2a ==205" а—зеп* =, (IX) 
2iga (х) 


Tigra 


tg 2a = 


sh (t +u)}=sh tchu+chtx 
xshu, (V) 
ch (tu) = ch ¿ch u-+sh tx 
xshu. (VI) 


De las fórmulas (У), (VI) 
y de las (1) y (II) del ра- 
rraío anterior se pueden ob- 
tener todas las fórmulas res- 
tantes de la trigonometría 
hiperbólica. Así, por ejem- 
plo, tenemos: 
Lay lru) _ 
th(t4 и) = тєш 
__ Sht chu+chi shu 


— chichupshfshu” 


Al dividir por chtchu 
el numerador y denomina- 
dor de la fracción en el se- 
gundo miembro, obtenemos: 

tht+thu 
(а) = ға" 
(VID 


Siu=t, los fórmulas (V), 
(УП y (УП) toman la for- 
ma: 


sh2=2shtcht, (УШ) 

ch2t=chtt+shé, (IX) 
> 24 

пры. (Х) 


De tas fórmulas (У), (VI) 
encontramos que 


sena = sen (æ -+ $) соз $ 


Пе las fórmulas (У), 
(VI), encontramos que 


—cos (a +b) sen ĝ, 
cosa = cos (æ +P) соз 6-- 
+ sen (a +p) senĝ. 
Si en las últimas fór- 
mulas sustituimos (0-4-6) 
рога, ya por (a—P), obten- 
dremos: 
sen (a —P) —sena-cosp — 
—cosa-senf, (X1) 
cos (a—f) = соѕо:соѕв + 
—sena-senf. (ХИ) 
А! dividir, miembro por 
miembro, la fórmula (XI) 
por la (ХИ), resulta: 


sht=shii+4u) chu 
—ch (t+u)shu, 
chi=ch(t+u)chu— 
—sh (tu) shu. 
Si en las últimas fórmu- 
las sustituimos (t-u) por 
t, y t, рог (t—u), obten- 
dremos: 
sh ((—u) =sh tchu— 
—chtshu, (X1) 
ch (t—u) =ch tchu— 
—shtshu. (ХИ) 
Al dividir, miembro por 
miembro, la fórmula (XI) 
por la (XII), resulta: 


__tga—tgB 
609—0 = гае: 
(ХШ) 
Representamos seng, 
cosa у tga por la tangente 
de medioangulo. 
De las fórmulas (VIII) — 
(%) y (Ш) se deduce: 


sena =2sen 3 cos $ = 


2 2 
son É 

=2 = сова == 
cos > 

1 
=2tg5 == 
= 

2187 

= <> (XIV) 


2 thi— thu 
th (Ки) = Tar 


(X111) 
Representamos sh £, ch t 
у thź por la tangente (hi- 
perbólica) de medioángulo. 
De las fórmulas (VITI)— 
(Х) y (UT) se deduce: 
tas E 
sht=2sh 7th 7 = 
t 
sh 
Ж at t 
=2 — ту =2tHh3x 
hy 


t 
1 2{һ-- 


уез | 1— th | j 
(XIV) 


х 
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@ 


cosa == со" E — sen? = cht=ch p4 sht = 
a t 
sent sh > 
2 t 2 
=c 5] 1— =) =h; | + 
A ao 
A Я 
1 t 
= 1: 5) = 
TE z) 
пне 4 
= (XV) -— (XV) 
tente E 1-5 
тїс. 3 
y F 
А 2: 5 
iga=——G. (XVI) thi=—=. (XVI 
tez ја > 


Observemos que al deducir las fórmulas de adición para funciones hi- 
perbólicas по tuvimos la necesidad de medir el primer ángulo # а partir 
del eje de simetría OA de la hipérbola. De una manera, casi igual a la 
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expuesta arriba, podemos deducir las fórmulas У y VI para el caso en que 
el diámetro OA ocupa una posición arbitraria (fig. 32): 

— los ángulos hiperbólicos АОМ y MOM’ son iguales а £ y u, res- 
pectivamente; 

— MP y M'Q son conjugadas con el eje 04; 

— M’P’es conjugada con la ОМ, 

y. por consiguiente, 


PM. ОР . 
MESAS вел 
РМ, _ОР', 
shu= он: а=: 


sh (t 4-4) =}: 
ch (++ ш=9@, 


де lo cual зе deducen 125 fórmulas У у VI. 


CAPÍTULO HI 


FUNCIONES HIPERBÓLICAS Y LOGARITMOS 


$ 1. Teoría geométrica de logaritmos 


Examinemos la hipérbola xy=1 (fig. 33). Tomemos en 
esta curva dos puntos arbitrarios М y N y bajemos las per- 
pendiculares MP y NQ al eje x. Consideremos un trapecio 
curvilíneo PONM 3). El área Spoum de este trapecio depende 


de las abscisas OP=x, y OQ=x, de los puntos M y N (xx). 
Aclaremos ¿cómo depende $роум de las abscisas х; у Xa, 
es decir, cómo calcular esta área, conociendo ху y xa? 

Ante todo demostremos que el área Spoum depende sólo 
de la relación a En otras palabras, señalemos que si dos 


trapecios curvilíneos, PQNM (OP=x,, Од=~,) y P'QN'M' 
(0P'=x;, 0Q'=x;), son tales que se verifica la correlación 


ES 
и + 

entonces, las áreas de estos trapecios son iguales (fig. 33). 
Realicemos el giro hiperbólico que traslada MP a M'P'. En 


1) Recibe el nombre de trapecio curvilineo una fi- 
gura limitada por dos ordenadas (abscisas), segmento del eje de abscisas 
fordenadas), comprendido entre las ordenadas (abscisas) mencionadas, 
y por el arco de una curva. 
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virtud de la propiedad d), $ 2, capitulo I, el punto Q se trans 
0 00 


formará еп punto Q tal que será válida la relación 20.95, 


es decir, el punto Q pasa al punto Q” (dado que з=. 
1 0 


Esto quiere decir que МО зе transformará en N'Q', mientras 
que el trapecio curvilíneo PQNM se convertirá en trapecio 
P'QN'M'. Por consiguiente, según la propiedad е), $2, 
capitulo І, Зроим SSP pa 

Así pues, vemos que el área Зромм depende sólo de la 
relación q» es decir es una función de z. Designemos esta 


iunción por S(2): 
Segun =5 (22) =S). 


Es evidente que 5(2) es el área del trapecio limitado рог 
la hipérbola, eje de abscisas у las rectas x=1 y х==2 (puesto 


que 2). 


La función S(z) está explícita рага cada z mayor que 1. 
Del sentido geométrico no se proviene que es la función cre- 
ciente (51 2,229, entonces S(z)>S(22)) y continua (a los va- 
lores próximos de z les corresponden valores próximos en 
magnitud de la función S(2)). Es natural que S(1)=0 (el 
trapecio se degenera en segmento). Para los valores de z 
suficientemente grandes la expresión S(z) puede hacerse tan 
grande como se desee (lo que se demuestra рог el procedi- 
miento igual al ya utilizado para demostrar que el ángulo hi- 
perbólico puede ser tan grande como se quiera; véase la 
pág. 34). De aquí se deduce que existe un número 221 tal 
que 5(2)=1. Este número en adelante juega un papel im- 
portante; designémoslo por e. De este modo, S(e)=1 (fig. 34). 

Deduzcamos, ahora, una fórmula para la función S(z). 
Ante todo demostraremos que para dos números 2, у 2; Cua- 
lesquiera, mayores que 1, se verifica la ecuación: 


Sia) +5(2,)=5(2123) 


(si, por ejemplo, 2,=1, esta relación se pone evidente, dado 
que S(1)=0). Ы 


48 


En efecto, S(z,) es el área del trapecio curvilineo КР,М,А 
en el que OK=1, ОР, ==, (fig. 35); 5(2;) es el área del tra- 
pecio curvilíneo KP,M+A en el cual ОР,=2,, es decir, el área 
equivalente del trapecio curvilineo PQN M, donde 00= 212. 


(dado que 2522). De aquí inmediatamente ргоуіепе que 
9 a 


S(2,)+8 (2) = 5ке,м,л +Sp,0nm,=Sxqna =S (2,24), 


o que se trataba de demostrar. 


] |, а 


FIG, 34 


Haciendo uso de la relación obtenida, se puede demostrar 
que para cualquier número a positivo se verifica la igualdad 
5(:")=а,5 (2). 

Examinemos unos cuantos casos posibles. 
Si a=n y п es un número entero, entonces tenemos: 
S(21)=8 (2:2"-2) =S (2) + S (2"-1) = 
=S (2) + S (2-2171) = 2S (2) + S (2772) =28 (2) + 
+S (2:20) =38 (2) +S (2779) = . . . = (1—2) X 
X S (2) +S (22) = (n —2) 5 (2) +S (2-2) = nS (2). 


Si a=}, donde m es un número entero, entonces, según 
lo demostrado, tenemos: 


S(2)=8 [(г*)"] zasl) de donde: sl )= 1 56). 
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Si а= es racional, según lo demostrado, tenemos: 


sl Tas (er poz 


En fin, si a es irracional, entonces 2* se determina como 


Ел A a 
límite de los números 2", 2™:, ..., Z™k ..., en que 
r 7 а л a 
las fracciones racionales =, B,..., Zt tienden al 
mi Ma Me 


númeroa. 


А 


Dado que, según lo demostrado, 


5(г®)— лез). SA) ESO, 


о (а) аьа зны 


еп el limite obtenemos ') 
S(2*)=aS(2). 
Supongamos, ahora, que z es un número arbitrario, mayor 
ue 1. Es evidente que 2=/%:, donde log, zes un logaritmo 
lel número 2 de base e. Como е:>1 (véase la pág. 47) y 


1) Recordemos que la función 5 (2) es continua. 


4 7952 
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log, 250 (dado que 2:>1), resulta: 
5()=5 (e?) = 1од„г-$ (е) = 108,2 
[S(e)=1, según la definición del número el. 
En difinitiva tenemos: 
5 (2)=108, 2. 


Esta es precisamente la fórmula que queríamos obtener. 
De la fórmula se deduce que el área del trapecio curvilíneo 


PQNM limitado рог la hipérbola у = +, eje de abscisas y 
las rectas x=X, у x=X2, (Хау А) es igual a Јова. 


Así pues де las consideraciones geométricas relacionadas 
con las áreas, hemos llegado a los logaritmos. Observemos 
que la base de logaritmos no es arbitraria (tal como ocurre 
en la aplicación ordinaria de los logaritmos) sino que es un 
cierto número determinado e. A esta circunstancia se le debe 
el hecho de que Neper y Bourgui, inventores de la teoría de 
logaritmos, trabajando independientemente, llegaron a los 
logaritmos de una misma base e (y no de base decimal 10 que, 
al parecer, habría sido más fácil). | 

La misma definición «geométrica» de logaritmos Неле 
un gran sentido por la razón de que los logaritmos de base 
e aparecen, con frecuencia, en los problemas matemáticos 
Y físicos que, a primera vista, no tienen nada que ver con 
as funciones logarítmicas 1), 

Evaluemos el número e. El área S(2) del trapecio curvilíneo 
KPMA (OK=1, OP=2) es menor que el área del rectángulo 
КРМА, la cual es igual al producto KA:KP=1x1=1 
(véase la fig. 34). Por tanto, S(2)<1. Por otra parte, el área 
S (3) del trapecio curvilineo КОМА (00=3) es mayor que el 
área del trapecio KQNA (AN es tangente a la hipérbola en el 
punto M), igual a PM-KQ=>-2=1. De este тойо, S (3):>1, 
De las desigualdades S(2)<1<S(3) se infiere ©) que 

2<е<3. 
1) А la historia де los logarítmos es dedicado un libro 
popular de 7. В. Abelson «Nacimiento de logaritmos», Gostejizdat, M.—L., 
1948. Véase también el folleto de A. 7. Markushévich «Areas y logaritmos», 


Gostejízdat, M.—L., 1952, (Lecciones populares de matemáticas). 
5) 500) es una función creciente. 
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Se puede apreciar е con una ехас ид mayor. Examinemos 
un trapecio curvilíneo КРМА en el cual ОК=1, ОР=1+ 


+2 (fig. 36). El área de este trapecio que, según lo demos- 


trado más arriba, igual a log, 0+1), está comprendida entre 


FIG. 36 


las áreas de los rectángulos KPÑA y КРМА (representados en 
la fig. 36), es decir, entre Kd:KP=1:=2 y 


1 1 [ES 1 
PA еер аи ado 


Así pues: 
1 1 1 
2> 1082 (14) A 
De aquí obtenemos: 
1>nlog, (1+ )=1о& (1-43) 


1 +в, (1+3)=108, (145) 


De las desigualdades log, (1+2у< 1< log. (1 +) У 
зе infiere que 
(1+4)< e<(1 +” 


4 
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Estas últimas desigualdades регтііел evaluar е con cual 
quier grado de exactitud: basta poner en ellas л lo suficiente 
mente grande. Así por ejemplo, haciendo n=100, obtenemos 


2,704< ( 1 + <е< ( 1 +) <2,732 
de donde 
е2 7. 
Tomando еп consideración la desigualdad 


(1+4) <e< (1+5) 
у de que рага n—>œ, la relación 
(онај у а 


па 


Непде а la unidad, tenemos: 
Р ly. 
e= lim (1+7) э о 


Esta fórmula зе toma, сол frecuencia, рог Ја definición 
del número е. Ж 

Observemos, además, que la fórmula (*) puede ser gerie- 
ralizada de la manera siguiente: 


lim (14 2)" =“, e) 

ле 8, 
La demostración de la fórmula (**) casi по зе diferencia de da deduc- 

ción de la fórmula (*). Supongamos que еп la figura 36 OP +® 


donde а es positivo. Еп este caso tenemos Sgpm A= loge +), 


Sxoma=KA:kP=1+£= 


de donde 
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Razonando del modo igual que arriba, obtenemos: 


а > n loge (12). (142), 
а јања 


a<(n+a) е (142) ов (142) Ў 
es decir, : 


/ ај anta 
toge (142) <а<ю&(1+®) + 


(Еј <е < (ај 


Tomando еп consideración las últimas desigualdades у que la relación 


ó bien, 


(ај (а) = (1+2) tiende а la unidad рага л—о, 


deducimos la fórmula (**). 
Ре un modo plenamente igual зе puede demostrar que la fórmula (**) 
es válida también para а negativos. 


а que en 1л figura 36 el al 0д= = donde а>0. 


En estecaso dá área Sopan = log, ОК – == 106, 


se encuentra comprendida entre 
1 


a a ле a 
Зокам=1 ¿=> y SANS" 


Deducimos, como antes, que 


iim (LY неге, 
noso n 


En conclusión determinemos el área del trapecio FQNM, 
limitada por una hipérbola xy=a, eje de abscisas y las rectas 
x=x,, x=x2 (fig. 37). Realicemos la contracción al origen 


de coordenadas con el factor de contracción k=57=(véase la 
pág. 7). Evidentemente, la hipérbola xy=a se transformará 
en la hipérbola xy=1 (el punto (x, y) pasará al punto (AF 


== v), mientras que la curva xy»=a se convertirá en la curva 
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xy=1) y el trapeciocurvilineoPQNM, enel trapecio Р'0'М'М' 
también curvilineo. 


Como ya sabemos, 


Spogen = 198, (5%) ; 


por otra parte, en virtud de las propiedades de contracción 


al punto (véanse las págs. 7—9) tenemos: 
рефе = ES pana = + рани» о> o 08 pro с * 
De aquí obtenemos: 
Spann = а 108, (=) Е 


Еп un caso particular, si а=16е5:0,43, es decir, un logaritmo deci- 
mal del número e), entonces resulta: 


ы ЛЬ ИМЕ 5 
5 ромм = 162-106. (E) (E )- 
De la igualdad 
поноса бројни пуч ов, 
y z= 10182 se deduce que lgz—Ige- log, 2. De este modo, el logaritmo dect- 
та! del número z se puede definirlo como área del trapecio curvilineo 


КРМА, limitado por la hipérbola xy=1gerw0,43, eje de abscisas y las 
rectas ¿=1, x=z (adofinición geométrica de logaritmos decimales»). 
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$ 2. Expresiones analíticas 
para funciones hiperbólicas 


Volvamos a examinar la hipérbola unidad Х#—Үз=]. 
Sea M un punto arbitrario de esta hipérbola; el ángulo (hi- 
perbólico) AOM es igual a t (fig. 38). Es evidente que las 
<oordenadas de los puntos М y А en el sistema de coordenadas, 
cuyos ejes coinciden con los ejes de la hipérbola son, respecti- 
vamente: OP=ch 6; PM=sh t y OA=1; 0. Las coordenadas 
de estos mismos puntos en el sistema de coordenadas con los 
ejes coincidentes con las asíntotas de la hipérbola se deter- 
minan según las fórmulas (*), $ 1, capítulo II (pág. 31) y son, 
respectivamente, iguales а 


оф = (іп) YE, 


OR= (ти +) YE 
оке 0-0 A-Z, 


папин ЖА 

Es fácil ver que Jas áreas де los trapecios curvilíneos 
QKAM y RLAM son iguales entre Г, al área де! sector hi- 
perbólico ОАМ. En efecto, según la definición de hipérbola 
(véase la pág. 17) las áreas de los rectángulos de coordenadas 
de los puntos M у А son iguales: $оомк==$окду. Por consi- 


guiente, Sogam = Зокам — Soxar +Soqmr = Sgram Por otra 

parte, Samog =Saaox (dado que Замод = Зодма, Залок = 
1 

=> Sorar): 


De aquí tenemos: 
Ѕокам = Зокам““ Sasok + Замод = олм: 
Como, según la definición del ángulo hiperbólico, 5одм= 
=, entonces: 
1 
Soxam=Srram= 5 Ё. 


Ya sabemos que en el sistema de coordenadas de ejes 
coincidentes con las asíntotas la ecuación de la hipérbola 
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unidad es xy=> (pág. 31). Por eso (véase la parte final de] 
párrafo anterior) 
ок 


1 1 
Sexan = + 198, (90) =- 108, ET 


FIG. 38 

Por tanto, 

1 1 

7 ї=—- 108, (ећ t—sh 0), 

—t = log, (ch t—sh 1). (%) 
Del modo КН tenemos: 
(OR 14-5 E 

Som=Sram=>3 log. | (22)== lo; A 0 E 


2 
=+ log, (ch ¿+ sh 2), 
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de donde 
1=1оё‚(єһ ї-Е5һ д. 
Por las fórmulas (*) y (**) se relacionan las funciones 


hiperbólicas y los logarítmos de base е, De estas fórmulas 
obtenemos: 


chi—shi=e"f, сп іе; 


por consiguiente, 


_ yet 

hi= 3, (0 
et—e-t 

ћи. (2) 


Радо que thi=%, tenemos: 


et—e-t 


epet’ 


= (3) 


Estas son las expresiones analíticas de las funciones hiper- 
bólicas. Como regla se usan en el curso de la escuela superior 
para determinar las funciones hiperbólicas. 

Así, por ejemplo: 


ch? 28а t= (у (==) = 


(E (EY 


eta ett, et 9+ е-и _ 
=> 4 Жо к 


=" 2, ах) 
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a-et etqyent _(&,-%у( е1) _ 
2shicht=2 ж = El = 


2 


(уш) 


(Ае) Gl. (XIV) 


De un modo análogo зе pueden obtener otras fórmulas, 


Con el fin de obtener de las fórmulas (1)—(2) algunos corolarios ne- 
cesarios, transformemos la fórmula (**) del párrafo anterior (pág. 53): 


Ў » 
пт (142) == es, 
Según la fórmula del binomio де Newton tenemos: 
а ја а, п(п—1) а? 
(a 
n(n—1) (n—2) аз п(п—1)... [п—(л—1)] 
SAE Жын AR 
a. a 1 \ а? 1 2 
A) (1-4) % 
a 1 2 п—1\ ar 
xl +) 0-2). (- = ) е 
пе Ги и. и 


п) (0-5) (01-5) (6=1,2,..., а). 


En la suma аи, . "ид omitimos todos Jos términos Besar 
Иља +. +, Un después de cierto término ид. 
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El error cometido será igual a 
ику за Шка. Час 


Pero де la definición de valores и, proviene: 


k a a 
па = (1 ааа < Дн 
(3 


a 
Јака l= E ME, uasal ¡Ep lo < + ја labo 


ај 
== lurral < шна! < Li lal 


(con rayas verticales se designan valores absolutos de un número). 
Por eso, el valor absoluto de la suma ugpyrtukyrt- + "Fita no es 
superior a 


А 
ta ыыт им рр 
z Er Гавеа 
n-k TORRENTE 
a EA 
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Supongamos, ahora que k--1>| a], considerando п lo sulicientemente 
grande para poder elegir k de la manera indicada. En este caso la última 
expresión es menor que 

lal 
k+l 
Тарт 
EFI 


(dado que malt). 


Asi pues, sustituyendo u+ por la suma l-HuytH ust. . ++ tg, со- 


кз 
metemos ип error cuyo valor absoluto по es superior pT aT es 
decir, para cualquier n superior a k 


La para 


|+) анана <ПЕРІТр ` 


60 


Еп la última expresión pasemos al limite поо. Como 


un (vet eo 


пио 


(fórmula (**), pág. 53) y 


а А a? А а? 
m=7 > lim m=z + lim MG e. 
по 17 лез T 
tim q E 
a» Ri 


(véase la fórmula que determina el valor ид), resulta entonces: 
ја јача 


10 (+A нан) |< АЕ] 


En esta expresión pasemos al límite Асо. 
Demostremos que 


Layer 


Ат TR 


Introduzcamos la designación 


|а|&+1 
тар "УЕ 


En este caso 
у а|к+{+1 |а|#+1 
Ае SEFERI I aN RR ITA ~ 
k+llal lait lalt 


X рта ПО < Уау 


k+i—lal inii 
(el factor Pirili" menor que la unidad, lo hemos prescindi- 


lajt 
СЕРЕ ЧІ) 
todos los factores del denominador). Antes nos hemos convenido ел que 
lal 
EFI 


do; en el factor hemos sustituido por (2-4-1) 


+1>]a]. Por consiguiente, la relación о: es menor que la unidad. 


Dado que Ура СУ al, a<l, 
resulta: Јао рага (>œ, Ó 
lím V¿=0. 
а-о 
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En definitiva, ła fórmula 
a 


[eo lo 


nos да: 
а id 5 аќ 
Jon eri AS 


o bien: 
е а 
еч а= lim (1 + 
hr co 


En conclusión, са es igual a la suma de una serie infinita 


2 оз 
ee TARA (4) 


Esta es la fórmula que queríamos obtener. 
Poniendo en la fórmula (***) a=f у а=—1, tenemos: 


A ће 


(4) 
(5) 


Las fórmulas (4) y (5) permiten calcular, con cualquier grado de 


exactitud, los valores de sh / y ch £ (y, por tanto, th =h) para cada 


valor determinado de £ Para ello es necesario que el número de términos 
de Tas series. infinitas correspondientes sea suficientemente grande. Las 
tablas de funciones hiperbólicas se componen precisamente con la ayuda 
de estas Tórmulas. 


$ 3. Fórmulas de Euler 


En el curso de álgebra destinado рага la escuela secundaria se defino 
la potencia real de un número; Jas expresiones tipo 27 ó 2-4 по 
están definidas hasta ahora y. por eso, deberian considerarse privadas de 
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sentido. Definamos, ahora, una potencia compleja а del número e, sirvién- 
donos de la fórmula (**), pág. 53: 
aya es) 


e—lín (1+— 7) 


na 
Para calcular este limite hagamos uso de la fórmula de Moivre: 
(cosq+isenip)"=con np+isenng. 


Si a=B+-¿a, В y о son reales, entonces: 


4 (146) 412 ar, соз q + ¿sen ф„), 
donde 
„= MORA Y E, 
E 
ше= hy 
л 


FIG. 39 


fig. 39). De aquí obtenemos: 
(+=) == (соз л фу ¿sen n Фа) 


у. рог consiguiente, 


e= lim 
no 


144 "= (соз O +i sen O), 
(45) 


donde 
R= lim (г„)", Ф= lim (лф„). 
nen 


по. 


63 


Determinemos R и Ф. Tenemos que 
— RP 
r= iim (уп EEE) М 
Comparemos esta expresión соп 
Tí КҮ” ii ( FIDA 
anya (t-m (У) 
ИЕТ. 28 Ey 


(véase la fórmula (**). Luego tenemos: 


é пі 
= == lím 


P nan (у 2,8) 
( penac 


|. 


5 
+ 


= lim 
ae 


y. por tanto, 


(уза (И Ea 


64 


Nos queda sólo рог apreciar las ярына 


Kas 1+ =) = jim, (1+5 JE = lim, (“Те 
лз. (E) у=. ОНУ 
Еп virtud де la fórmula ("") рага grandes п tenemos: 
за? 


(5 1)" а y (1+ в) me”. 
Dado дче 1) 


lim (285) 


п = 


reuta: pues, que los dos limites que nos interesan deben ser iguales а la 
unidad. 
' Cuando B<0 y п es suficientemente grande, tenemos: 


> (+) > O =+ 


y en la fórmula, análoga a la (a), los signos de desigualdades se deben 
cambiar por los contrarios. 

La demostración posterior queda la misma que antes. 

De este modo, para В cualquiera 


А ol 
lim if, не 
Ра 2. TEE EJ 


/ 


1) Esto se deduce, рог ejemplo, de que para сада nú- 
mero а 


1 

E] log а 
lim [ al- lim KE o; 
Ao 8 по 2л 


рог consiguiente, 
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y. рог consiguiente, 

R 

Dn, R=, 
po 


Procedamos ahora con la definición de Ф. Tenemos: 


ф= lí = lim (= а im / Le. LN, 
A Ата) 
a 


Pero, ф„-+0, cuando no (dado que, en este caso 
a 


ig p= — r —> 0). 
E 


п 
Рог esto 


ит Lo lim L= lim Lo 


+ совф=1, 
PU өто оо пф Y 


puesto que 
Ит -=i у lím cosp= 
q= 0 sen la yo У 


У como, además, 


lim Sa, 
neo] В. 
rr 
entonces, “resulta: 
o ES Eo эф; 
(жы mE) 


Asi pues, R=%, Oa, y, por consiguiente, 


ebria eb (cos a+ i sen a). 


Ahora, llegamos a la convención que nuestra definición de potencia 
compleja (еа) dei número e ha sido bastante acertada. En efecto, esta 
definición satisface a los dos requísitos que de antemano pudieron ser 
levantados: 

1°. Сол a real csta definición coincide con Ја común (dado que para а 
reales la fórmula (**) fue ya demostrada más arriba); 

2°. De esta manera ciertas potencias complejas satisfacen a la regla 
principal de operaciones con potencias del número 


еФ&.ейэ==е®‹+›, 


5 № 2952 
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Efectivamente, si a, =B-Hia, а= В, ѓаз, entonces: 


ei, a bitia (Ваа ш ‚Вз (сов a + 1 sen ва) ePs(cos a+ isena) = 
= ебзеб» (cos (ад + ѕеп ал) (cos ба + 1 sena) = 
== efr +B [cos (a, оз) +i sen (ал +09) = 


— it оа жа ¿ra 


En la expresión obtenida para eS pongamos los valores а= ѓо y а= — ёа. 


Obtendrémos: 


#® == соза фі sena, 
e~it = соза — 1 sen @. 


De estas dos fórmulas inmediatamente se deduce que 


е2 y pia 


сова == (1) 
¿aga К 
зто 7—57 e) 
MECA 
y, por consiguiente (como а= 219): 
pro ћ 
шаттаи ao eo 


Estas son las fórmulas de Euler 1) que expresan la relación entre las 
Funciones trigonométricas y la función exponencial. 

De las fórmulas (1) y (2) se pueden sacar ulteriores corolarios. En efecto, 
sustituyamos en la fórmula (***) (pág. 60) los valores a=ia у a=—i 2). 

Obtendremos: 
іо» as 
BAT 


1) Leonardo Euler (1707—1783), destacado matemá- 
tico del siglo XVIII, miembro de la Academia de ciencias rusa. Vivía 
y trabajaba en Petersburgo. 

2) La deducción de la fórmula (***) partiendo de 
la (**) (véanse las páginas 59—60}, conserva plenamente su validez para 
valores complejos de a (tomando sólo en cuenta que las rayas verticales 
significan magnitud absoluta o módulo del número complejo, es decir, 
raíz cuadrada de la suma de cuadrados de la parte rea? del número y el 
factor de su parte imaginaria). 
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Tomando en consideración (1) y (2'), obtenemos: 


о? at as А 
сова 1 Ч rt (4 
a a ar " 
seno Eo pto (5) 


Las fórmulas (4')—(5') permiten calcular con cualquier grado de exac- 
titud los valores de sena y сова (y, por tanto, к=) para cualquier œ 


determinado. Para ello basta tomar el número suficiente de términos de 
las correspondientes series infinitas. En el caso particular, estas fórmulas 
se usan para hacer las Mamadas tablas de funciones trigonométricas, 
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Areas y logaritmos 
de Markushévich A. 


Este trabajo del vice-presidente de la Academia de Ciencias 
Pedagógicas de la URSS, doctor en ciencias físico-matemá- 
ticas, catedrático Aleksey Markushévich, fue enunciado pri- 
meramente en la Universidad de Moscú ante los alumnos de 
grados superiores de las escuelas secundarias, 

En la obra se expone la teoría geométrica de los logaritmos en 
la que los últimos aparecen como ciertas áreas. Las pro- 
piedades de logaritmos se obtienen del análisis de las propie- 
dades respectivas de las áreas. Junto con esto el libro propor- 
ciona las más simples nociones y- propiedades del cálculo 
integral. 

No es forzosamente necesario que el lector sepa qué es un lo- 
garitmo. No obstante, el lector debe tener conocimientos 
primarios sobre las funciones y su representación gráfica, 
progresión geométrica y un límite. 

En el caso de que el lector desee obtener la mayor información 
sobre los logaritmos podría referirse a la obra “Series” del 
mismo autor. 

El libro será útil como libro de lectura para escolares! y aque- 
llos lectores que estén interesados рог los problemas que en el 
mismo se exponen. 


Análisis matemático en el intervalo 
de las funciones racionales 


de Shilov 6. 


Este libro es una introducción al curso general “Análisis ma- 
temático” escrito por el eminente matemático G. Shílov. 

Las nociones de derivada e integral, siendo fundamentales 
para el análisis matemático están muy lejos de ser elementa- 
les; en el curso sistemático les preceden la teoría de los 
límites, la teoría de los números reales y la teoría de las 
funciones continuas. Tal preparación preliminar es necesaria 
para formular las nociones de Ја derivada e integral en una 
forma bastante generalizada, aplicándolos a un círculo de 
problemas lo más amplio posible. Sin embargo, si nos 
limitamos a una clase relativamente estricta de las funciones 
racionales y utilizamos la lengua evidente de las gráficas, se 
puede contar de una manera substanciosa y estricta sobre la 
derivada e integral casi al mismo tiempo. 

Esto se hace en el libro de texto destinado para los escolares 
Y estudiantes que no aspiran a especializarse en las matemá- 
icas. 


Método де la inducción matemática 
de Sominski 1. 


Este libro trata acerca del método de la inducción matemá- 
tica que es aplicado ampliamente en distintas ramas de las 
matemáticas, desde el curso de la matemática elemental hasta 
las más complejas esferas de las investigaciones matemáticas. 
Es imposible estudiar las matemáticas sin tener previo cono- 
cimiento acerca de este método. 

Al mismo tiempo, la idea de la inducción matemática tiene 
gran importancia para la instrucción general; debido a eso 
presenta interés para la masa de lectores que no tienen su- 
Ticiente preparación en la rama de matemáticas. 

El Jibro está dedicado a los escolares de los últimos años 
de la secundaria. Se recomienda también a los estudiantes 
menores de los centros de enseñanza superior. 


Та máquina де Post 
У. Uspenski 


El libro narra acerca de una máquina calculadora abstracta (es de- 
cir, inexistente en el arsenal de la técnica actual), la llamada má- 
quina de Post. Los cálculos en esta máquina reflejan muchos ras- 
gos esenciales de cómputo en las calculadoras electrónicas reales, 
La enseñanza de los principios de programación en la máquina de 
Post y la explicación de las posibilidades de esta máquina, se reali- 
zan en ejemplos elementales que, pese a la extraordinaria sen- 
cillez, resultan bastante extensos. 

No es necesario que el lector posea conocimientos de matemáticas 
que rebasen el marco de la escuela primaria, El libro ofrecido, en 
cierta medida, habrá de contribuir a la introducción de tales con- 
ceptos como “algoritmo”, “máquina calculadora universal”, 
“programación” en la escuela de enseñanza secundaria, incluso en 
sus primeros cursos. Hasta los escolares de los primeros grados y 
los nifios en edad preescolar pueden efectuar sin trabajo opera- 
ciones en la máquina de Post, según un programa dado. Este 
folleto se basa en las conferencias dictadas por el autor para los 
estudiantes de enseñanza media y de la Universidad de Moscú. 
El folleto está destinado a los estudiantes de enseñanza media y a 
todos los amantes de las matemáticas. 
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